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LOGARITHME NEPERIEN

EXERCICES 5A

EXERCICE 5A.1
Soit la fonction définie sur 10 ; +oo[ par :
f(x)=x +1+In7x

1. a. Calculer les limites de f aux bornes de son
ensemble de définition.

b. En déduire que ¢, la courbe représentative de
f, admet une asymptote (d) dont on précisera
I'équation.

2. a. Montrer que G, la courbe représentative de f,
admet la droite (4) d’équation y = x + 1 pour
asymptote en +oo.

b. Etudier la position de ¢ par rapport a (4).

3. a. Calculer la fonction dérivée de f.

b. On admet que 1 est strictement positive sur
]0 ; +oo[. En déduire le sens de variation de f.

4. Dans un repére orthonormé (unité : 1 cm), tracer

¢ (4), et (d).

EXERCICE 5A.2
Soit la fonction définie sur ]2 ; +oo[ par :
f(x)=x+In x=2
X+ 2

1. a. Calculer les limites de f aux bornes de son
ensemble de définition.

b. En déduire que ¢, la courbe représentative de
f, admet une asymptote (d) dont on précisera
I'équation.

2. a. Montrer que &, la courbe représentative de f,
admet la droite (4) d'équation y = x pour
asymptote en +oo.

b. Etudier la position de ¢ par rapport a (4).

3. a. Calculer la fonction dérivée de f.

b. Etudier le signe de /.
c. En déduire le sens de variation de f.

4. Dans un repére orthonormé (unité : 1 cm), tracer
G, (4), et (d), ainsi que la tangente a la courbe au
point 4.

EXERCICE 5A.3 - BTS 2005
Soit f la fonction définie sur J-1 ; +oo[ par :
X—2
f(x)=x+In—=
( ) X+2
Sa courbe représentative € dans un repéere
orthonormal est donnée ci-dessous :

1. On admet que :

Xirrllf(x):—oo et XIim f(x)=0.

Que peut-on en déduire pour la courbe .
2. a. Démontrer que pour tout x de ]-1 ; +oo[,

-1-In(1+x
(-2
(1+x)

b. Résoudre I'inéquation —1—In(1+x)>0.
En déduire le signe de f (x) lorsque x varie

dans ]-1 ; +oo[.
c. Etablir le tableau de variation de f.

EXERCICE 5A.4 - BAC 2009
Partie A
Soit la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par :

g(x)=1-In X+ 2x2

2x+1)(2x-1
NI
2. a. Etudier le signe de g’(x) sur 0 ; +oo[.

1
b. Calculer g(z)

c. Dresser le tableau de variation de g sur
10 ; +oo[ (sans les limites).
3. En déduire que pour tout x de ]0; +oo[, g(x) est
strictement positif.
Partie B
Soit la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par :

f(x)=m7x+2x—3

1. Montrer que :

On appelle ¢ sa courbe dans le repére orthogonal
(O, I, J) (unités: 2 cm en abscisses, 1 cm en
ordonnées).

1. Etudier la limite de f en 0. En déduire que @
admet une asymptote que I'on précisera.

2. Etudier la limite de f en +« et démontrer que la
droite (4) d'équation y = 2x — 3 est asymptote a
cen +owo,

3. Montrer que pour tout x strictement positif :

o=

En déduire le signe de f°(x) sur ]0 ; +oo[.
4., Dresser le tableau de variation de f.
5. Soit A et B les points de ¢© d’abscisses respectives
e etfe.
a. Donne les valeurs arrondies au centiéme des
coordonnées de A et B.
b. En déduire que f est positive sur [\/_e s el
. Tracer la droite (4), la courbe ¢ et placer A et B.
7. a. Démontrer qu‘au point A, la courbe ¢ admet
une tangente paralléle a (4).
b. Le point A est-il le seul point de ¢ admettant

une tangente paralléle a (1) ?
g p (4) N——

(=]
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CORRIGE — NOTRE DAME DE LA MERCI
MONTPELLIER

EXERCICE 5A.1
Soit la fonction définie sur ]0'+oo[ par :

f(x)= x+1+|nTX

1. a. Limites de f aux bornes de son ensemble de
définition :

lim X+1=40 et Ilim —=0
X—>+00 X—>+00  x

Par somme : _lim f(x)=-+w
X—>+00

In x

lim x+1=1 et Ilim —=-o0
X—0t Xx—0t x
Par somme : lim f( ) —0

Xx—0*
b. La courbe représentative de f, admet une
asymptote verticale (d) d’équation : y = 0.
2. a. f(x)—(x+1)=x+1+m—x—(x+1):m—x
X X

lim In—X=O donc lim f(x)—(x+1)=0
X—>+0  x X—>+00
@, la courbe représentative de f, admet la droite
(4) d'équation y = x + 1 pour asymptote en +oo.
b. Position de ¢ par rapport a (4) :

VX e ]1; +oo[ : InTx > 0 donc @ est au-dessus de (4)

vxel]o: : —X < 0donc e est au-dessous de (4)

3.a. f est derivable en tant que somme et
quotient de fonction logarithme et polynémiale.

1
“xXx—=Inxx1
vxe]0;+od : f‘(x):lJrX—2
X
1-Inx x2 +1-InX
f'(x)=1+ =
(x) 2 2

b. On admet que f” est strictement positive sur
]0; +oo[ donc la fonction f est strictement

croissante sur |0;+oo .
4, 6

5
4

A
7—10/12345
1

EXERCICE 5A.2
Soit la fonction définie sur ]2;+oo[ par :

1. a. Limites de f aux bornes de son ensemble de
définition :

2 2
1-= 1-=
lim x=+0; lim —X=1; lim In—%X=0
X—>+00 X—>+00 2
142 1+—
X X
Par somme : lim f(x):+oo
X—>+00
X—2 X—2
lim x=2; lim ——=0"; lim In—=-
X— X—2T X+ 2 X—2T  X+2
Par somme : lim f(x)=—o0
X—2

b. La courbe représentative de f, admet une
asymptote verticale (d) d’équation : x = 2.
2.a. f(x)-x="f(x)= x+|n—2—x_l x=2
X+2 X+2
X—2 1_3
lim In=—==lim —%=0
X—>+00 x4 2  X—>+®© _,_E
X
La courbe représentative de f, admet la droite (4)
d'équation y = x pour asymptote oblique en +o.
b. Position de ¢ par rapport a (4) :

Inx;2>0 =N Inx;2>ln1 =N x—2>1
X+2 X+2 X+2

& X—2>X+2 & —2>2 : IMPOSSIBLE

-2
VX e]2;+oo[ : InX—2 <0 : @est au-dessous de (4)
X+

3. a. f est dérivable en tant que somme et quotient
de fonction logarithme et polynémiale.
Ix(x+2)—(x-2)x1

2
VXE]2;+oo[ D f(x)=1+ (Xx+—22)
X+2
, X+2—-X+2 X+2
f2(x)=1+ (x+2)2 Xx—2
(x :(x+2)(x—2)+ 4
P2 2) (22 (x=2)

, X“—4+4 G
f7(x)= =
(x+2)(x-2) (x+2)(x-2)
b. Vxe]2;+0 : x+2>0 et x-2>0
donc Vx e [2;+00] @ f(x)>0

N—
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c. Ainsi Vx € |2;+o0[, la fonction f est croissante.
4. Tangente a la courbe au point 4 :
T,y=f "(4)(x—4)+f (4)
42 16
f(4)= = =
(4) (4+2)(4-2) 6x2

4
3

f(4)=4+m3 "2 _41m2=4-1n3
412 6

4 4 16
T,:y==(Xx—4)+4-In3==x——+4-1In3
4y 3( ) 37 3
4 4
T,:y=—x——-In3
“4y 37 3
101
8,
6_
41
21 :
|
|
0 y ! . . ‘
0 p 4 6 8 10
?

EXERCICE 5A.3 - BTS 2005
Soit f la fonction définie sur |-1;+oo[ par :

2+In(1+x
f(x)= 2+In1+x)
1+x
Sa courbe représentative © dans un repére
orthonormal est donnée ci-dessous :

1. On admet que :

Xﬂ)rrllf (x)=—0 et XE)TOO f(x)=0.

La courbe ¢ admet deux asymptotes, l'une
horizontale d'équation y = 0 et une verticale
d’équation x = -1.

2.a. f est dérivable en tant que quotient de
fonction logarithme et polynomiale.

Vxe -1+ :
x(1+Xx)—|2+In(1+x) |x1
N et oo b )
2
(1+x)
, 1-2-In(1+x) —-1-In(1+x
o2l i)
(1+x) (1+x)
b. -1-In(1+x)>0 < —In(1+x)>1
< In(l+x)<-1 < 1+x<et
1 l1-e
& X<—-1 & X<—
e e

VXe}l;l_Te{ : f'(x)=0

VX€:|]%e;+OO[ : f'(X)SO

c. Tableau de variation de f.
2+In(1+1_e] 2+|n(e+1—ej
e e e

f(l—e}: _
€ l_|_1_7€ 94_1_76
e e e
1 e 2+In(ij
f( - ]z 1 =e(2-Ine)
e
X | -1 1_Te +00
e(2-Ine)
f(x) /
—0 0

EXERCICE 5A.4 - BAC 2009
Partie A

Soit la fonction définie sur ]0;+oo[ par :
g(x)=1-In X+ 22

1. g est dérivable en tant que somme de fonctions
logarithme et polynomiale :

2
Vx e ]0;+oo[ : 9’(X)=—§+4x= 4xX—1
(2x+1)(2x-1)

9'(x)=

X
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2.a. Vxe]0;+oo| : 2x+1>0 et x>0

2Xx-1>0 & x>%

VXE}O,;:l SO
E'H{ 9’ (x)=0

2
b. g[ljz 1-In= +2(;j =1+In2+2x%

— _2 In2+l_§+ln2
2) 2 2 2

c. Dresser le tableau de variation de g sur
10 ; +oo[ (sans les limites).

X 0 % +00
9’(x) - D +
o) \1 5+In2/

1
3. g(§j>0 et Xll)m g(x) =+

1 L
VX e }O;ﬂ g est continue et strictement decroissan-
-te, d'aprés le théoreme de la bijection, g ne

, 1
s'annule pas sur }O;E} .

. . —Inx
lim 1—Inx+2x2: lim 1+x2( +2j
X—>+00 X—>+00

X2
. In x . —Inx

Or lim —-=0donc lim +2=2
X—>+00 X2 X—>—+00 XZ

Donc par somme et produit :

VXEI:E,-%
2

-te, d'aprés le théoreme de la bijection, g ne

Xﬂ)rﬂoog (X) =40

oo{ g est continue et strictement croissan-

1
s'annule pas sur [§;+oo‘:.

DONC Vx &]0;+00[ @ g(x) est strictement positif.,
Partie B
Soit la fonction définie sur ]0;+oo[ par :

f(x):ln—x+2x 3
X

On appelle ¢ sa courbe dans le repére orthogonal
(O, I, J) (unités : 2 cm en abscisses, 1 cm en
ordonnées).

. Inx
1. lim —=-x et
Xx—0t x

Donc par somme :

lim 2x-3=-3
X—0t

xirng g (X) -

@ admet une asymptote d'équation : x = 0.
In x

2. lim —=0 et Ilim 2x-3=+w
X—>+0  yx X—>+00
Par somme : _lim g(x)=+x
X—>+00
: Inx 4+
i, 0(0~(2c-9)= lim "=

Donc la droite (4) d’équation y = 2x — 3 est
asymptote a € en +o.

3. f est dérivable en tant que somme et quotient
de fonction logarithme et polynémiale.

Vxe0;+oo[ :

2
X)
X X 2

Or Vxe]0;+0 : g(x)>0donc f(x)>0

1><x—|nx><1
fr(x)=X*———+2
, 1-lnx  2x%> g
f (x): =
X
4. Tableau de variation de f :
X 0 +00

f7(x) +
f(x) /

5. Soit A et B les points de ¢ d'abscisses respectives

e etfe.

2_

a. f(e)=N®, e 312" —%
€ e

—Ine

In/e 2.
J_zfsfzfs

Je
N WP T LN i
2e 2e

(V)=

_\/E+4e\/§—6e
2e
2
A(e;uze —3eJ ot B[JE;JE+4ZJE—6eJ
e e

A(2,72;2,80) et B(1,65;0,60)
(valeurs arrondies au centieme).

N—
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b. f (\/E) >0 et f est continue et strictement
croissante sur [«/5;6} .

Donc f est positive sur [\/5 ;e]

6. Tracer la droite (4), la courbe ¢ et placer A et B.

6_

2 2
7. a f’(e)zl Ine+2e :2e _5
e? e?

Or la droite (4) a pour équationy = 2x — 3
Donc au point A, la courbe ¢ admet une
tangente parallele a (4) :
2
b, f'(x)=2 o 1INX+2XT_,

X2

& 1-Inx+2x2=2x°> < 1-Inx=0
< 1=Ihx < x=e
Le point A est le seul point de ¢ admettant une
tangente parallele a (4) .




